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1 Случайные события
1.1 Вероятностный эксперимент. Случайные события.

Пространство элементарных событий

Любой эксперимент или наблюдение изучаемого физического явления заканчивается некоторым событием (исходом). Если результат эксперимента заранее однозначно непредсказуем, то данный эксперимент называется вероятностным и обозначается символом «Е».

Элементарным событием (элементарным исходом) 
[image: image1.wmf]w

 называется любой мысленно возможный неразложимый результат вероятностного эксперимента Е.

Пространством элементарных событий 
[image: image2.wmf]W

 называется множество всех мыслимых взаимоисключающих результатов вероятностного эксперимента Е.

Случайным событием называется такое событие, о котором нельзя заведомо точно сказать, произойдёт оно или нет.

Случайные события обозначаются заглавными латинскими буквами (A, B, C, D, …). Случайное событие является некоторым подмножеством пространства элементарных событий (
[image: image3.wmf]W
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Пример 1
Е: бросается игральная кость.

Элементарные события: 
[image: image4.wmf]1

w

= {выпадение на игральной кости «1»}, 
[image: image5.wmf]2

w

= {выпадение на игральной кости «2»} и т. д. Пространство элементарных событий 
[image: image6.wmf]W

= {выпадение на игральной кости числа от «1» до «6»} = {
[image: image7.wmf]1
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, 
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, …, 
[image: image9.wmf]6
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}. Тогда случайные события:

A = {выпадение чётного числа} = {
[image: image10.wmf]2
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B = {выпадение нечётного числа} = {
[image: image13.wmf]1
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C = {выпадение «5»} = {
[image: image16.wmf]5
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};

D = {невыпадение «3»} = {
[image: image17.wmf]1
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F = {выпадение числа от «3» до «5»} = {
[image: image22.wmf]3
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G = {выпадение числа > 4} = {
[image: image25.wmf]5
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, 
[image: image26.wmf]6
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I = {выпадение числа < 4} = {
[image: image27.wmf]1

w

, 
[image: image28.wmf]2
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[image: image29.wmf]3
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}.

В зависимости от размерности множества возможных элементарных событий, различают конечное, счётное и несчётное пространство элементарных событий 
[image: image30.wmf]W

.

В примере 1 пространство элементарных событий 
[image: image31.wmf]W

 является конечным, поскольку включает лишь 6 элементарных событий. В эксперименте с исследованием числа поездов, прибывающих на станцию в течение суток, пространство элементарных событий 
[image: image32.wmf]W

 счётно, т.к. каждому элементарному событию эксперимента можно поставить в однозначное соответствие число натурального ряда. В эксперименте с исследованием времени обслуживания поезда на станции, пространство элементарных событий 
[image: image33.wmf]W

 несчётно, т. к. время обслуживания может принимать любые положительные значения.

Элементарные события, которые образуют случайное событие A, называются благоприятными событию A.

В примере 1 элементарные события 
[image: image34.wmf]2
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, 
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 являются благоприятными событию A, элементарные события 
[image: image37.wmf]1
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 – благоприятными событию B и т. д.

В частном случае множество элементарных исходов, благоприятных событию A, может совпадать с пространством элементарных событий 
[image: image40.wmf]W

 или быть пустым множеством 
[image: image41.wmf]Æ

.

Достоверным событием называется событие, которое всегда происходит, т. е. совпадающее с пространством элементарных событий 
[image: image42.wmf]W

.

Невозможным событием называется событие, которое никогда не произойдёт, т. е. совпадающее с пустым множеством.

В примере 1 достоверным событием является случайное событие K = {выпадение числа от «1» до «6»} = 
[image: image43.wmf]W

, а невозможным событием является, например, случайное событие L = {выпадение числа «7»} = 
[image: image44.wmf]Æ

.

1.2 Операции над событиями

Пусть имеется пространство элементарных событий 
[image: image45.wmf]W

. Будем рассматривать в качестве случайных событий подмножества A, B, C, … этого пространства.

Суммой (объединением) событий A и B называется третье событие А+В 
[image: image46.wmf])
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, состоящее в осуществлении хотя бы одного из событий А или В. Благоприятными событию А
[image: image47.wmf]È

В являются все элементарные события, благоприятные хотя бы одному из событий А или В.

Аналогично определяется сумма любого числа событий 
[image: image48.wmf]K
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Произведением (пересечением) событий А и В называется третье событие АВ
[image: image49.wmf])
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, состоящее в одновременном осуществлении событий А и В. Благоприятными событию А
[image: image50.wmf]Ç

В являются все элементарные события, благоприятные одновременно событию А и событию В.

Произведение любого числа событий 
[image: image51.wmf]K
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 состоит в одновременном осуществлении событий 
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 и т. д.

Разностью событий А и В называется третье событие А–В (А\В), состоящее в осуществлении события А без осуществления события В. Событие А\В состоит из элементарных событий благоприятных событию А, за исключением элементарных событий благоприятных событию В.

Противоположным событию А называется событие 
[image: image53.wmf]А

, состоящее в ненаступлении события А. Событию 
[image: image54.wmf]А

 благоприятны все возможные элементарные события пространства элементарных событий 
[image: image55.wmf]W

, кроме тех, которые благоприятны событию А (
[image: image56.wmf]А
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События А и В называются несовместными, если они не могут произойти одновременно, т. е. одновременное осуществление событий А и В есть событие невозможное (
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[image: image58.wmf]Æ
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События 
[image: image59.wmf]n
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 образуют полную группу событий, если их сумма составляет пространство элементарных событий 
[image: image60.wmf]W
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), т. е. в результате эксперимента хотя бы одно из событий произойдёт.

Пример 2
Рассмотрим операции над событиями, используя условия из примера 1.

а) 
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д) События А и В образуют полную группу событий, т. к. 
[image: image85.wmf]W
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Пример 3
Е: в прямоугольник (рисунок 1) наудачу бросается точка.

Элементарное событие данного эксперимента – некоторая точка внутри прямоугольника. Пространство элементарных событий 
[image: image86.wmf]W

 (в данном случае – несчётное) – всё множество точек внутри прямоугольника. На множестве 
[image: image87.wmf]W

 определены два события: А={выбранная точка лежит внутри круга А} и В = { выбранная точка лежит внутри круга В}.
	
[image: image88.wmf]W
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	Рисунок 1 – Диаграмма Венна-Эйлера


Изобразим области, попадание в которые соответствует осуществлению событий 
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Пример 4
Е: в прямоугольник наудачу бросается точка.


[image: image101.wmf]A
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На множестве 
[image: image102.wmf]W

 определены три события: А = {выбранная точка лежит внутри круга А}, В = {выбранная точка лежит внутри круга В}, С = {выбранная точка лежит внутри круга С}. Изобразим области, попадание в которые соответствует осуществлению следующих событий 
[image: image103.wmf])
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1.3 Классическое определение вероятности
Пусть эксперимент имеет конечное число n исходов (элементарных  событий), причем все исходы равновозможны (т.е. им можно поставить в соответствие одну и ту же вероятность 
[image: image115.wmf]n
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). Тогда для определения вероятности любого события А, связанного с данным экспериментом, используют так называемое классическое определение вероятности, согласно которому вероятность события А определяется как 
[image: image116.wmf]n
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 , где k – число исходов, благоприятствующих событию А , n – число всех возможных исходов эксперимента.

Задачи «на классическое определение вероятности» часто называют комбинаторными задачами теории вероятностей, поскольку k и n находят комбинаторным путем. Рассмотрим примеры.
Пример 5
Тщательно перемешиваются и выкладываются в ряд 5 карт с буквами «Т», «О», «Ч», «К», «А». Найти вероятность того, что мы получим слово «ТОЧКА».

Решение. При единственном благополучном исходе мы имеем всего 5!=120 различных возможных исходов. Это число равно числу различных перестановок 5-ти элементов. Искомая вероятность

[image: image117.wmf]120
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Вообще говоря, при всем многообразии задач с конечным числом равновозможных исходов, решение большинства из них сводится к вычислению числа исходов (как возможных, так и благоприятствующих некоторому событию А) следующего эксперимента.

Рассмотрим совокупность М занумерованных элементов. Пусть требуется образовать выборку из m элементов, взятых из этой совокупности, а затем подсчитать число таких выборок. Понятно, что существуют 2 способа выбора элементов: с возвращением и без возвращения. В первом случае номера элементов фиксируются, а сами элементы возвращаются обратно в исходную совокупность. В этом случае выборка может содержать одинаковые элементы (и объем ее может быть большим M , то есть большим чем объем исходной совокупности), в отличие от случая, когда выбор происходит без возвращения (понятно, что 
[image: image118.wmf]M
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). Иногда существенен порядок  расположения элементов в выборке.

Другими словами, выборки могут быть упорядоченными и неупорядоченными. Если выборки неупорядоченные и имеют одинаковый состав, но различный порядок следования, то они считаются различными. Для неупорядоченных выборок, выборки с одинаковым составом отожествляются.

Все результаты о числе исходов в случае m извлечений из совокупности, содержащей М различных элементов, можно свети в таблицу:
Таблица 1 – Числа выборок объёма m
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Замечание. 
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по определению 0!=1.

Пример 6
Пять человек в лифте 8-этажного дома могут выйти на любом этаже, начиная со 2-го. Найти вероятность того, что все они выйдут на разных этажах.

Решение. Найдем число всех возможных исходов. Отождествляя выход из лифта любым из 5 человек (выбор этажа) с выбором элемента из совокупности объема 7, заметим, что выбор происходит с возвращением (два и более человек могут выбрать для выхода один и тот же этаж) и набор – упорядоченный (существенно, на каком именно этаже выходит конкретное лицо). Т.о. число различных способов выйти из лифта 5 человек или, другими словами, число способов выбора любого из 7 этажей 5 людьми (число выборок объема 5 из совокупности элементов объема 7) равно 75.

Число благоприятных исходов подсчитывается аналогично с этой лишь разницей, что выбор происходит без возвращения (люди выходят на разных этажах). Искомая вероятность равна 
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1.4 Теоремы сложения и умножения вероятностей
Вероятность суммы событий А и В определяется выражением
Р(А+В) = P(A) + P (B) – P (AB).
Если события А и В несовместны, то
P(A+B) = P(A) + P(B).
Условная вероятность наступления события А в предположении, что событие В наступило 
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Аналогично
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Вышеупомянутые равенства можно записать в следующем виде:
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По индукции легко получить более общую формулу
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если 
[image: image135.wmf]0

)

(

)

(

)

(

1

2

1

¹

-

n

A

P

A

P

A

P

K

.
Пример 7
Среди 100 лотерейных билетов есть 5 выигрышных. Найти вероятность того, что 2 подряд выбранных билета окажутся выигрышными.

Решение. Через А и В обозначим события, состоящие соответственно в том, что первый и второй билеты выигрышные Вероятность того, что первый билет выигрышный, равна 
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Вероятность того, что второй билет выигрышный, при условии, что первый билет выигрышный, равна 
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 (если первый билет выигрышный, то всего остается 99 билетов, среди которых 4 выигрышных). Искомая вероятность того, что оба билета выигрышные, равна
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1.5 Формула полной вероятности
Пусть А – произвольное событие, события 
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. Тогда имеет место следующая формула (формула полной вероятности):


[image: image143.wmf]å

=

=

n

k

k

k

H

A

P

H

P

A

P

1

)

/

(

)

(

)

(

.
Отметим, что если события 
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автоматически выполняется и справедлива формулировка полной вероятности. Здесь ( и 
[image: image148.wmf]Æ

 – соответственно достоверное и невозможное события.
Пример 8
На фабрике, изготовляющей болты, первая машина производит 25%, вторая – 35%, третья – 40% всех изделий. Брак их продукции составляет соответственно 5%, 4%, 2%. Какова вероятность того, что случайно выбранный болт окажется дефектным?

Решение. Обозначим через А событие, состоящее в том, что случайно выбранный болт – дефектный, а через 
[image: image149.wmf]3
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 – события, состоящие в том, что этот болт произведен соответственно первой, второй и третьей машинами. Используя условие задачи, получим 
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1.6 Формула Байеса
Пусть событие А может протекать в различных условиях, относительно характера которых было сделано n предположений (гипотеза) 
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 образуют полную группу).

Пусть вероятности 
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Известно, что событие (гипотеза) 
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сообщает событию А вероятность 
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. Произведен опыт, в котором событие А наступило. Это должно вызвать переоценку вероятностей событий (гипотез) 
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, при условии, что А наступило. Формула Байеса количественно решает этот вопрос. Имеем 
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, если 
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Пример 9
Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат производит в среднем 60% деталей отличного качества, а второй 70%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалась отличного качества. Найти вероятность того, что эта деталь произведена первым автоматом.

Решение. Обозначим через А событие – деталь отличного качества. Можно сделать два предположения (гипотезы): 
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– противоположные события, то они образуют полную группу. Вероятность того, что взятая деталь отличного качества произведена первым автоматом, по формуле Байеса равна
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1.7 Последовательности независимых испытаний
Если производится несколько испытаний, таких, что  вероятность некоторого  события А в каждом  из испытаний не зависит от исходов других  испытаний, то такие испытания  называются независимыми  относительно события А.

Схемой Бернулли называют последовательность независимых испытаний, в каждом из которых возможны два исхода А (успех) и 
[image: image173.wmf]A

 (неудача), причем вероятности 
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неизменны для всех испытаний. 
Пусть проведено n испытаний Бернулли. Тогда исход этой серии экспериментов можно представить в виде комбинации исходов каждого эксперимента серии:
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где 
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Обозначим через k количество успехов в n испытаниях Бернулли. Тогда вероятность того, что в n испытаниях Бернулли произойдёт ровно k успехов, определяется формулой
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Формула (1.7.2) называется формулой Бернулли.
Пример 10
Найти вероятность того, что событие А появится: а) ровно 3 раза в 4-х независимых испытаниях; б) не менее двух раз, если вероятность появления события А в каждом испытании равна р=0,4.

Решение. Т.к. испытания независимы и вероятность появления события А постоянна для всех испытаний, воспользуемся формулой Бернулли. В нашем случае n=4, k=3, p=0,4 и q=1–p=0,6. Тогда:
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Заметим, что если n достаточно велико (порядка сотен, тысяч и т.д.) и нахождение точных значений вероятностей 
[image: image181.wmf])
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 весьма затруднительно на практике, находят приближенные значения этих вероятностей. Как правило, если вероятность р достаточно «мала» (порядка сотых, тысячных и т.д.), используют теорему Пуассона. В противном случае хорошее приближение дают формулы локальной или интегральной теорем Муавра-Лапласа.
Теорема Пуассона: пусть проводится n независимых испытаний, в каждом из которых событие А наступает с вероятностью р. Тогда, если число испытаний неограниченно возрастает ,0<p<1, причем 
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Указанную выше формулу называют формулой Пуассона.
Локальная теорема Муавра-Лапласа: Если вероятность p появления события А в каждом испытании постоянна и отлична от нуля и единицы, то вероятность того, что событие А появится  в n независимых испытаниях  ровно k раз, приближенно равна значению функции
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Интегральная теорема Муавра-Лапласа: Если вероятность р появления события А в каждом испытании постоянна и отлична от нуля и единицы, то вероятность того, что событие А появится в n независимых испытаниях от 
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Пример 11
Завод отправил потребителю 10000 изделий, каждое из которых имеет брак с вероятностью 0,0001. Найти вероятность того, что в отправленной партии содержится ровно 3 бракованных изделия.

Решение. По условию n=10000, р=0,000, k=3. Значит 
[image: image193.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image194.wmf]100000,00011
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Имеем: 
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Пример 12
Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 100 выстрелах будет: а) ровно 80 попаданий; б) от 80 до 100 попаданий.

Решение. а) Воспользуемся локальной теоремой Муавра-Лапласа. По условию n=100, p=0,8; q=1–p=1–0,8=0,2. 

Тогда 
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Поэтому 
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б) Воспользуемся интегральной теоремой Муавра-Лапласа:
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Значит, 
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2 Одномерные случайные величины
2.1 Дискретные и непрерывные случайные величины
Случайные величины – это величины, измеряемые в случайных экспериментах. Можно сказать, что случайная величина – это функция, определенная на данном  пространстве элементарных событий и ставящая в соответствие каждому элементарному событию некоторое действительное число x. Случайные величины обозначаются прописными буквами X,Y,Z
[image: image204.wmf]K

.
Случайная величина Х называется дискретной, если множество ее возможных значений конечно или счетно. Каждое возможное значение дискретная случайная величина Х принимает с определенной вероятностью.

Примером дискретной случайной величины будет число очков, выпавших при однократном подбрасывании игральной кости, число звонков, поступивших на АТС в течение определенного промежутка времени и т.д.

Случайная величина Х называется непрерывной, если множество возможных значений этой величины непрерывно заполняет некоторый промежуток числовой оси.

Примером непрерывной случайной величины может служить время работы персонального компьютера с момента его включения до момента его выключения.

Функцией распределения случайной величины Х называется функция 
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, выражающая вероятность того, что Х примет значение меньше х:
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Эта функция обладает свойствами:
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Дискретную случайную величину можно задавать с помощью ряда распределения (таблица 2).
Таблица 2 – Ряд распределения дискретных случайных величин
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Случайная величина ( называется непрерывной, если существует такая функция 
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при этом функция 
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Плотность распределения имеет свойства:
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График плотности распределения называют кривой распределения.

Таким образом, закон распределения случайной величины можно задать функцией распределения, либо рядом распределения (для дискретной случайной величины), либо плотностью распределения (для непрерывной случайной величины).

2.2 Числовые характеристики случайных величин
Математическим ожиданием случайной величины ( называется ее среднее значение, вычисляемое по формулам:
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Предполагается, что соответствующие ряд и интеграл сходятся абсолютно.
Дисперсией случайной величины ( называется величина
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Ее вычисляют по формулам:
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Моментом случайной величины x k-го порядка называется число 
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При этом центральные и начальные моменты связаны между собой следующими соотношениями:
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. Рассмотрим несколько важных особенностей центральных моментов старших порядков.
Коэффициентом асимметрии (скошенности) распределения случайной величины X называется число, вычисляемое по формуле
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Если распределение вероятностей случайной величины скошено влево, то 
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Рисунок 2 – Иллюстрация значений коэффициента асимметрии

различных случайных величин
Коэффициентом эксцесса случайной величины X называется число 
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У случайной величины X, имеющей нормальный закон распределения коэффициент эксцесса равен нулю, т. е. 
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Рисунок 3 – Иллюстрация значений коэффициента эксцесса

различных случайных величин
Пример 13
Товаровед проверяет партию изделий  на  стандартность, но при этом исследует только три изделия. Вероятность того, что проверяемое изделие будет признано стандартным, равна 0,4. Составить закон распределения числа изделий, признанных стандартными. Найти математическое ожидание и дисперсию полученной случайной величины.

Решение. Обозначим через ( – число изделий, признанных стандартными среди проверенных. ( может принять только одно из значений 0; 1; 2; 3. Вероятность этих значений определим по формуле Бернулли:
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Составляем ряд распределения величины ( :
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Вычисляем числовые характеристики случайной величины ( по формулам (2.2.1) и (2.2.4):
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Пример 14
Плотность распределения случайной величины Y имеет вид
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Найти числовые характеристики случайной  величины Y и вероятность попадания этой величины на 
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Решение. Вычисления проводим по формулам (2.2.1), (2.2.5) и свойству 4 плотности распределения:
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2.3 Законы распределения случайных величин
2.3.1 Биномиальное распределение
Говорят, что дискретная случайная величина Х имеет биномиальное распределение, если возможные значенич этой случайной величины есть 0, 1,…,n, а вероятности, с которыми Х принимает указанные возможные значения, определяются по формуле Бернулли
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Математическое ожидание М[Х]=np, а дисперсия – D[X]=npq.

Пример 15
В автобусном парке имеется пять автобусов. Вероятность выхода на линию каждого из них равна 0,8. Случайная величина X – число вышедших на линию машин. Построить ряд распределения и вычислить функцию распределения данной случайной величины. Вычислить её математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение непосредственно по ряду распределения и сравнить со значениями, которые получаются при использовании формул М[Х]=np и D[X]=npq. Найти вероятность того, что в определенный день на линию выйдут не менее четырёх автобусов.

Решение. Предполагая, что выходы автобусов на линию осуществляются независимо друг от друга, условие задачи можно рассматривать как серию из 
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 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность события А = {выход автобуса на линию} равна 0,8. Случайная величина X, обозначающая число вышедших на линию машин, распределена по биномиальному закону. Возможные значения случайной величины X: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Вероятности значений определяются по формуле Бернулли:
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Ряд распределения имеет вид:
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Таким образом,
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График функции 
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Рисунок 4 – График функции F(x)
Вычислим числовые характеристики данной случайной величины:

а) математическое ожидание
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б) дисперсия
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в) среднее квадратическое отклонение
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Вычислим числовые характеристики данной случайной величины по формулам М[Х]=np и D[X]=npq:
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Как и следовало ожидать, получены точно такие же значения.

Вероятность того, что в определенный день на линию выйдут не менее четырёх автобусов,
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2.3.2 Распределение Пуассона 
Говорят, что случайная величина Х имеет распределение Пуассона, если ее возможные значения есть 0, 1,…,n, …, а соответствующие им вероятности определяются по формуле
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Для этой случайной величины 
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2.3.3 Равномерное распределение
Говорят, что случайная величина Х имеет  равномерное распределение на отрезке [a,b], если плотность распределения вероятностей  постоянна на этом отрезке. С учетом свойств плотности распределения получаем, что
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Функция распределения вероятностей величины Х имеет вид
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Для этой случайной величины 
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2.3.4 Показательное (экспоненциальное) распределение
Говорят, что случайная величина Х имеет показательное (экспоненциальное) распределение, если плотность распределения вероятностей Х есть
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Функция распределения вероятностей величины Х имеет вид
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Для этой случайной величины 
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2.3.5 Нормальное распределение
Говорят, что случайная величина Х имеет нормальное распределение, если плотность распределения вероятностей Х есть
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Функция распределения вероятностей величины Х имеет вид
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Для этой случайной величины 
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Вероятность попадания величины Х в промежуток 
[image: image344.wmf](,)
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 определяется по формуле 
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где 
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 – функция Лапласа, значения которой находятся по таблицам (см. Приложение Б).
3 Многомерные случайные величины
3.1 Понятие многомерной случайной величины

Результат вероятностного эксперимента может иногда характеризоваться не одним, а одновременно несколькими числами. Например, местоположение корабля в море – пара величин 
[image: image347.wmf](,)
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, указывающая значения широты 
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 и долготы 
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. Если при этом учитывать время 
[image: image350.wmf]Z

, тогда мы имеем дело с трехмерной случайной величиной 
[image: image351.wmf](,,)

XYZ

. Успеваемость студента в семестре – 
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-мерная случайная величина 
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, компоненты которой – оценки по каждой из 
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 дисциплин.

Многомерной (
[image: image355.wmf]n

-мерной) случайной величиной называется функция 
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, определенная на множестве элементарных событий 
[image: image357.wmf]W

, которая каждому элементарному исходу 
[image: image358.wmf]w

 ставит в соответствие 
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 действительных чисел. Таким образом многомерная (
[image: image360.wmf]n

-мерная) случайная величина является совокупностью 
[image: image361.wmf]n

 одномерных величин (компонентов).
Все компоненты многомерной дискретной случайной величины – одномерные дискретные случайные величины. Все компоненты многомерной непрерывной случайной величины – одномерные непрерывные случайные величины. Многомерные смешанные случайные величины содержат как дискретные, так и непрерывные компоненты. 

Основной характеристикой многомерной случайной величины является закон распределения, который (как и для одномерных величин) может быть задан таблично, графически или аналитически (функция распределения, функция плотности распределения и т. д.).

Пример 16
В ящике находится 5 шаров, пронумерованных цифрами «1», «1», «2», «2», «2». Последовательно извлекают два шара. Пусть случайная величина 
[image: image362.wmf]X

 – число на 1-м выбранном шаре, Y – число на 2-м шаре. Требуется найти табличный закон распределения (матрицу распределения) двумерной случайной величины 
[image: image363.wmf](,)
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. Определить вероятность того, что второй шар будет иметь метку «1».

Решение. Определим вероятности возможных значений двумерной случайной величины 
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 и заполним матрицу распределения:
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Таблица 3 – Матрица распределения двумерной случайной величины
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Очевидно, что сумма вероятностей всех значений многомерной случайной величины равна единице.

Вероятность того, что второй шар будет иметь метку «1», определим как сумму вероятностей в столбце «
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» матрицы распределения. Таким образом, 
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3.2 Функция распределения двумерной случайной величины
Функцией распределения двумерной случайной величины 
[image: image380.wmf](, )
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 или совместной функцией распределения случайных величин X и Y называется функция 
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, равная вероятности того, что компонент X примет значение меньшее, чем 
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, а компонент Y – значение меньшее, чем 
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Таким образом, функция распределения двумерной случайной величины 
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 определяет вероятность, с которой двумерная случайная величина примет значение в нижнем левом квадранте относительно точки 
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 (рисунок 29).

[image: image388.emf] 

( x ,   y )  

x  

y  

F XY ( x ,   y )  


Рисунок 5 – Иллюстрация вероятностного смысла

функции распределения двумерной случайной величины

Функция распределения двумерной случайной величины 
[image: image389.wmf](, )
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 обладает следующими свойствами (рисунок 5).

Свойство 1. 
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, т. е. функция распределения двумерной случайной величины 
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 – неотрицательная функция.

Свойство 2. Если 
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Таким образом, функция 
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 – неубывающая функция каждого аргумента при условии, что другие аргументы фиксированы.
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Рисунок 6 – Иллюстрация свойств

функции распределения двумерной случайной величины

Свойство 3. 
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Таким образом, если один из аргументов функции распределения двумерной случайной величины 
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 равен 
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 (см. рисунок 6, б), то 
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 становится равной функции распределения одномерной случайной величины, соответствующей другому аргументу.

Свойство 4. 
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Таким образом, если хоть один из аргументов функции 
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 равен 
[image: image407.wmf]¥

-

, то 
[image: image408.wmf](,)0

XY

Fxy

=

.

Свойство 5. 
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Таким образом, если все аргументы функции 
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 равны 
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Свойство 6. По каждому из аргументов функция 
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 непрерывна слева.

Таким образом,
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Замечание 1 – Функция распределения двумерной случайной величины представляет собой поверхность в пространстве. Причем в точке 
[image: image416.wmf])

;

(

¥

-

-¥

 она равна нулю, а в точке 
[image: image417.wmf](;)
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 – равна единице.

Замечание 2 – Функция распределения дискретной двумерной случайной величины – разрывная ступенчатая функция. Функция распределения непрерывной двумерной случайной величины непрерывна на всей числовой оси.
3.3 Функция плотности распределения непрерывной
двумерной случайной величины

Функция распределения 
[image: image418.wmf](,)
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 – наиболее универсальная форма закона распределения многомерных случайных величин как дискретных, так непрерывных и смешанных. Кроме этого, закон распределения непрерывных многомерных случайных величин может быть задан с помощью функции плотности распределения.

Двумерная случайная величина называется непрерывной, если ее функция распределения 
[image: image419.wmf](,)
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 – непрерывная функция, дифференцируемая по каждому из аргументов, у которой существует вторая смешанная производная 
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Аналогично тому, как была определена функция плотности распределения одномерной случайной величины, определим функцию плотности распределения 
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 непрерывной двумерной случайной величины как предел отношения вероятности попадания значения случайной величины 
[image: image422.wmf](, )
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 в элементарный прямоугольник, примыкающий к точке 
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, к площади этого прямоугольника, когда оба его размера стремятся к нулю:
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При этом данный предел есть не что иное, как вторая смешанная производная функции распределения двумерной случайной величины 
[image: image426.wmf](, )
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.

Функция плотности распределения непрерывной двумерной случайной величины 
[image: image427.wmf](, )
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 обладает следующими свойствами.
Свойство 1. 
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, т. е. функция плотности распределения непрерывной двумерной случайной величины 
[image: image429.wmf](, )
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 – неотрицательная функция.

Свойство 2. 
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Таким образом, вероятность попадания непрерывной двумерной случайной величины в произвольный прямоугольник, ограниченный точками 
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, определяется двойным интегралом функции плотности распределения 
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 по каждой из переменных на интервалах 
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 соответственно.

Свойство 3. 
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Свойство 4. 
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Свойство 5. 
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Таким образом, вероятность того, что непрерывная двумерная случайная величина 
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 попадёт в точку 
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, равна нулю.
3.4 Понятие независимости случайных величин

При рассмотрении нескольких случайных величин (компонентов многомерной случайной величины) часто встречается задача установления факта зависимости величин. Например, влияет ли величина X – «масса поезда» – на величину Y – «расход топлива локомотивом».

Независимыми называются случайные величины, закон распределения каждой из которых не зависит (не изменяется) от того, какое значение приняла другая случайная величина.

Зная совместный закон распределения многомерной случайной величины (в частности 
[image: image443.wmf](,)
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), можно найти законы распределения ее компонентов. Однако совместный закон распределения многомерной случайной величины можно определить через законы распределения компонентов (т. е. одномерных случайных величин), только если эти компоненты независимы.

Рассмотрим определение функции распределения двумерной случайной величины (3.2.1)
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Если величины X и Y независимы, то независимыми являются события 
[image: image445.wmf]{}
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 и 
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. Следовательно, по теореме умножения вероятностей независимых событий:
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Тождество (3.4.1) является необходимым и достаточным условием независимости двух случайных величин и называется теоремой умножения функций распределения независимых случайных величин.

Если X и Y – непрерывные независимые случайные величины, то, дифференцируя левую и правую части равенства (3.4.1) по 
[image: image449.wmf]x

 и по 
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, получим
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Учитывая определения функции плотности распределения непрерывной двумерной случайной величины (3.3.1) и функции плотности распределения непрерывной одномерной величины, получаем равенство, называемое теоремой умножения функций плотности распределения независимых величин (необходимое и достаточное условие независимости непрерывных случайных величин):
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Если компоненты двумерной случайной величины (X, Y) зависимы, то для нахождения совместного закона распределения недостаточно знать законы распределения компонентов: требуется знать так называемый условный закон распределения одной из них.

Условным законом распределения величины X называется закон ее распределения, вычисленный в предположении, что другая случайная величина Y приняла определенное значение.

Функция распределения 
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 системы зависимых случайных величин может быть записана в виде, называемом теоремой умножения функций распределения величин:
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где 
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 – условная функция распределения величины Y при условии наступления события 
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На практике чаще используют другую форму условного закона распределения 
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, т. е. когда величина X принимает фиксированное значение 
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. Тем более, что для непрерывных случайных величин справедлива следующая теорема умножения плотностей:
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т. е. функция плотности распределения непрерывной двумерной величины равна произведению функции плотности распределения одной из них на условную плотность распределения другой при заданном значении первой.
3.5 Числовые характеристики двумерной случайной величины
Случайные величины полностью характеризуются законами распределения, но часто достаточным бывает знать лишь некоторые характерные значения, которые может принимать случайная величина, т.е. ее числовые характеристики. Для описания многомерных случайных величин используются числовые характеристики ее составляющих, а также параметры, характеризующие зависимость между компонентами многомерной величины. Одна из таких характеристик – корреляционный момент (ковариация).

Корреляционным моментом 
[image: image461.wmf]XY
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 двух случайных величин X и Y называют математическое ожидание произведения отклонений этих величин от своих математических ожиданий:
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(3.5.1)

Корреляционный момент имеет размерность, равную произведению размерностей величин X и Y. Часто пользуются безразмерной характеристикой – коэффициентом корреляции случайных величин, который определяется по формуле
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(3.5.2)

Коэффициент корреляции может принимать значения из отрезка 
[image: image464.wmf]]
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. Корреляционный момент и коэффициент корреляции характеризуют степень линейной зависимости между двумя величинами. Нулевое значение данных характеристик указывает на отсутствие линейной зависимости между исследуемыми величинами (при этом может существовать нелинейная зависимость). Равенство коэффициента корреляции 
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 единице указывает на наличие положительной линейной функциональной зависимости между величинами X и Y (с увеличением X величина Y также увеличивается). Если же 
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, то между величинами X и Y существует отрицательная (с увеличением X величина Y уменьшается) линейная функциональная зависимость. Промежуточные значения коэффициента корреляции (
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) указывают на тенденцию к наличию линейной зависимости между величинами X и Y.

Пример 17
Рассмотрим систему двух дискретных случайных величин 
[image: image469.wmf](, )
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, где случайная величина X – число поездов (в сутки), задержанных станцией А, случайная величина Y – число поездов (в сутки), задержанных станцией Б. Известна матрица распределения системы случайных величин 
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 (таблица 4).
Таблица 4 –  Матрица распределения двумерной случайной величины 
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Требуется: 1) найти законы распределения случайных величин X и Y; 2) вычислить числовые характеристики (математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайных величин X и Y, математическое ожидание произведения XY, корреляционный момент 
[image: image479.wmf]XY
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 и коэффициент корреляции 
[image: image480.wmf]XY

r

); 3) выяснить, являются ли случайные величины X и Y зависимыми.

Решение. 1) Найдём законы распределения случайных величин.

а) Вероятности значений случайной величины X найдём по формуле 
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Следовательно, ряд распределения случайной величины X можем записать в виде таблицы 5:
Таблица 5 –  Матрица распределения случайной величины X
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б) Вероятности значений случайной величины Y найдём по формуле
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Следовательно, ряд распределения случайной величины Y можем записать в виде таблицы 6.

Таблица 6 –  Матрица распределения случайной величины 
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2) Вычислим числовые характеристики:

а) вычислим математическое ожидание случайной величины X, используя ряд распределения из таблицы 5:
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б) вычислим математическое ожидание случайной величины Y, используя ряд распределения из таблицы 6:
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в) вычислим дисперсию случайной величины X, используя ряд распределения из таблицы 5:
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г) вычислим дисперсию случайной величины Y, используя ряд распределения из таблицы 6:
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д) средние квадратические отклонения случайных величин X и Y:
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е) вычислим математическое ожидание произведения случайных величин 
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 и 
[image: image505.wmf]h

, пользуясь заданной матрицей распределения:
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ж) корреляционный момент двух случайных величин X и Y
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следовательно, 
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з) коэффициент корреляции двух случайных величин X и Y
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3) Поскольку коэффициент корреляции 
[image: image510.wmf]0
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, то случайные величины X и Y зависимы.

Наличие зависимости между случайными величинами X и Y можно проверить и на основании определения независимости: если 
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, то случайные величины X и Y независимы. Если данное равенство нарушается, то случайные величины X и Y зависимы.

Проверим выполнение нескольких неравенств для заданной матрицы распределения:
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и т. д.
Выполненные вычисления подтверждают наличие зависимости между случайными величинами X и Y.

Вывод. Среднее число поездов в сутки, задержанных станцией А, равно 0,75; среднее число поездов в сутки, задержанных станцией В, равно 0,43; корреляционный момент, характеризующий разброс точек 
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 вокруг точки 
[image: image517.wmf]([], [])
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, равен 0,1575; коэффициент корреляции равен 0,231, что говорит об очень слабой линейной зависимости между случайными величинами X и Y.
4 Математическая статистика
4.1. Выборочный метод. Эмпирическая функция
распределения. Статистическое оценивание параметров
распределения методом моментов
Предположим, что для изучения некоторого количественного признака ( из генеральной совокупности извлечена выборка объема n
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Эмпирической (или выборочной) функцией распределения называется функция действительного переменного
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где 
[image: image520.wmf])

(

x

n

 – число элементов выборки, меньших х.
Если признак ( имеет непрерывное распределение, то по выборке (4.1.1) строят интервальный статистический ряд, разбивая интервал, содержащий все элементы выборки (4.1.1) на ряд частичных интервалов шириной h и, 
[image: image521.wmf]подсчитывая 
[image: image522.wmf]i

n

– частоту элементов выборки, попавших i-й интервал
Таблица 7 – Интервальный статистический ряд
	Интервалы
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Гистограммой интервального статистического ряда (таблица 7) называется ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, построенных в прямоугольной системе координат так, что их основаниями служат интервалы 
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 отложенные на оси абсцисс, а высоты равны 
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Рисунок 6
Кривая l, проходящая через середины ступеней гистограммы дает приближенное представление о кривой распределения признака X и называется эмпирической кривой распределения. Площадь гистограммы равна единице. Часто из некоторых предпосылок бывает известен тип закона распределения признака X, но неизвестны параметры этого распределения. Например, известно, что плотность распределения признака X задана функцией 
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 – неизвестные параметры. Ставится задача нахождения статистических оценок 
[image: image537.wmf]q

q

q

q

*

*

2

*

1

,

,

,

r

K

 параметров 
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 по выборке (4.1.1) наблюдений над X . Таким образом,  оценки – функции от выборочных значений.

Одним  из методов построения таких оценок является метод моментов, который основывается на близости теоретических и эмпирических моментов. Он состоит в следующем:
По формуле плотности распределения 
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находим k первых начальных теоретических моментов признака X  
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затем по выборке (4.1.1) вычисляем соответственные выборочные моменты
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Приравнивая каждый теоретический момент соответствующему выборочному, получаем систему из k уравнений
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с неизвестными   
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Решение 
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  системы (4.1.5), зависящее от элементов выборки (4.1.1), принимают в качестве статистических оценок параметров 
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называется выборочной средней и служит статистической оценкой для М[Х]. 

Величина                      
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называется несмещенной выборочной дисперсией и служит статистической оценкой для D[X]. 
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 и 
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S

 – точечные оценки параметров M[X] и D[X].

В математической статистике используются еще и интервальные оценки. Доверительным называют интервал, концы которого зависят от выборочных значений и которые с заданной доверительной вероятностью покрывает оцениваемый параметр.

Предположим, что выборка (4.1.1) взята из нормально распределенной генеральной совокупности признака Х с неизвестными параметрами a = М[Х] и 
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Связь между доверительным интервалом, покрывающим параметр а, с доверительной вероятностью 
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где t – критическая точка распределения Стьюдента с n-1 степенью свободы, соответствующая уровню значимости 
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. Для построения доверительного интервала, покрывающего параметр 
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где числа 
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по таблицам 
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 – распределения с (n-1) степенью свободы, то есть 
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 – критические точки 
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 – распределения с (n – 1) соответствующие уровням значимости 
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Пример 18
Приведенные ниже данные о ценах на 100 видов товаров ( в у. е.) записаны в случайном порядке

	126
	93
	114
	126
	81
	140
	129
	114
	138
	140

	151
	171
	152
	139
	97
	163
	117
	158
	125
	129

	116
	129
	108
	124
	105
	137
	106
	140
	137
	116

	120
	122
	145
	136
	169
	122
	232
	97
	123
	112

	144
	101
	148
	126
	124
	125
	117
	142
	133
	119

	125
	170
	138
	100
	80
	124
	108
	90
	83
	86

	163
	109
	100
	125
	160
	138
	144
	137
	111
	128

	87
	111
	130
	99
	109
	165
	56
	152
	115
	104

	111
	107
	131
	124
	162
	88
	94
	92
	132
	125

	112
	150
	102
	82
	113
	158
	107
	134
	157
	101


Используя эти данные, необходимо: 

1) получить выборку, выбрав 20 значений, 

2)  записать эмпирическую функцию распределения;

3) построить интервальный вариационный ряд с шириной интервала 20 у.е;

4) построить гистограмму и эмпирическую кривую распределения;

5) предполагая, что генеральная совокупность имеет нормальное распределение с плотностью распределения 
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 найти методом моментов оценки а и 
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.
Решение.
1) Произведем выборку. Получаем 125, 170, 151, 195, 173, 117, 190, 133, 102, 151, 94, 94, 114, 153, 109, 148, 101, 139, 110, 144.

2) Для построения 
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 запишем элементы выборки  в порядке возрастания: 94, 94, 101, 102, 109, 110, 114, 117, 125, 133, 139, 144, 148, 151, 151, 153, 170, 173, 190, 196.
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3). Составляем вариационный ряд с шириной интервала h = 20 (у.е)

	Интервалы
	[90,110)
	[110,130)
	[130,150)
	[150,170)
	[170,190)
	[190,210]

	Частоты
	5
	4
	4
	3
	2
	2
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4). Строим гистограмму и эмпирическую (выборочную) кривую распределения (рисунок 7), откладывая на оси абсцисс интервалы, а по оси координат 
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Рисунок 7
5). При изучении нормального закона доказывается, что в плотности 
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параметр 
[image: image577.wmf]a

 есть математическое ожидание, а параметр 
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Приравнивая теоретические моменты 
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Используя обозначение (4.1.6), имеем 
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Преобразовывая (4.1.9), находим
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Итак,                                  
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Полученная нами методом моментов оценка (4.1.15) называется смещенной выборочной дисперсией.

По выборке вычислим оценки (4.1.14) и (4.1.15):
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6) По формуле (4.1.8):
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По условию задачи 
[image: image594.wmf]95

,

0

1

;

20

=

-

=

e

n

.
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. Для вычисления несмещенной выборочной дисперсии 
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, сравним формулы (4.1.13) и (4.1.15). Видим, что 
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По таблицам распределения Стьюдента с n-1=19 степенью свободы находим t при доверительной вероятности 0,95.
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Выписываем из (4.1.8) доверительный интервал:
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покрывающий параметр 
[image: image603.wmf]a

 с вероятностью 0,95.

По формуле (4.1.9)
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[image: image605.wmf]1
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 и 
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 находим по таблице распределения 
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с n-1=19 степенью свободы, используя формулы (4.1.10) и (4.1.11) с 
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Выписываем  доверительный интервал
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 EMBED Equation.3  [image: image612.wmf]
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покрывающий параметр 
[image: image614.wmf]2

s

 с вероятностью 0,95.

4.2 Проверка статистических гипотез
При изучении генеральной совокупности часто необходимо знать закон ее распределения. Если закон распределения неизвестен, но имеются основания предположить, что он имеет определенный вид, выдвигают гипотезу: генеральная совокупность имеет функцию распределения 
[image: image615.wmf])
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. Таким образом, в этой гипотезе речь идет о виде предполагаемого распределения.

Возможен случай, когда закон распределения генеральной совокупности известен, а его параметры неизвестны. Если имеются основания предположить, что неизвестный параметр 
[image: image616.wmf]q

 равен определенному значению 
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, выдвигают гипотезу: 
[image: image618.wmf]0

q

q

=

. Таким образом, в этой гипотезе речь идет о предполагаемой величине неизвестного параметра известного распределения.

Наряду с выдвинутой гипотезой обычно рассматривают противоречащую ей гипотезу. Если выдвинутая гипотеза будет отвергнута,  то имеет место противоречащая гипотеза. По этой причине эти гипотезы целесообразно различать. Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу 
[image: image619.wmf]0

H

. Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу 
[image: image620.wmf]1

H

, которая противоречит нулевой гипотезе. Например, если нулевая гипотеза состоит в предположении, что математическое ожидание 
[image: image621.wmf]a

 нормального распределения равно 10, то конкурирующая гипотеза, в частности, может состоять в предположении того, что 
[image: image622.wmf]10
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. Коротко это записывается так: 
[image: image623.wmf].
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 Различают гипотезы, которые содержат только одно и более одного предположений.

Простой называют гипотезу, содержащую только одно предположение. Например, 
[image: image624.wmf]10
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 – простая гипотеза.

Сложной называют гипотезу, которая состоит из конечного или бесконечного числа простых гипотез. Например, 
[image: image625.wmf]{
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. Эта гипотеза состоит в том, что ф.р. генеральной совокупности принадлежит множеству ф.р. 
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Выдвинутая нулевая гипотеза может быть правильной или неправильной. В итоге статистической проверки нулевой гипотезы в двух случаях может быть принято неправильное решение, т.е. могут быть допущены ошибки двойного рода.

Ошибка первого рода состоит в том, что нулевая гипотеза будет отвергнута, в то время как в действительности она правильная. 

Ошибка второго рода состоит в том, что нулевая гипотеза будет принята, в то время как в действительности она неправильная.

Для проверки нулевой гипотезы используют специально подобранную случайную величину, точное или приближенное распределение которой известно. Эту  величину обозначают различными буквами в зависимости от закона ее распределения и называют статистическим критерием или просто критерием.

После выбора определенного критерия множество всех возможных его значений разбивают на два непересекающихся подмножества; одно из них содержит значения критерия, при которых нулевая гипотеза отвергается, а другое – при которых она принимается.

Критической областью называют совокупность значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.

Основной принцип проверки статистических гипотез таков: по данным выборки вычисляется значение критерия, которое называется наблюдаемым; если наблюдаемое значение критерия принадлежит критической области, нулевую гипотезу отвергают; в противном случае нулевую гипотезу принимают.

4.2.1 Критерий 
[image: image629.wmf]2
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Пирсона
На практике часто возникает следующая задача. Пусть в результате какого-либо эксперимента получена выборка
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объема n с функцией  распределения 
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. Нас интересует гипотеза, состоящая в том, что функция распределения 
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состоит в том, чтобы решить согласуются ли с ней значения 
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 выборки (4.2.1.1). Для решения этой задачи поступим следующим образом. Разделим точками 
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 всю прямую на r интервалов 
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Обозначим 
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 – вероятность попадания 
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, определяется первоначальной статистической гипотезой. Случайные величины 
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определяются по выборке (4.2.1.1).

Если значения 
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 соответствует вероятностям 
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 EMBED Equation.3  [image: image650.wmf]k
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 должны быть малы. Таким образом, в качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем случайную величину:
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которую будем называть 
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статистикой Пирсона.

Справедливо следующее утверждение: при любом x>0 
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 – функция распределения 
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Этот результат используется следующим образом. Зададимся каким-либо малым значением вероятности 
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, получаем, что в случае, когда проверяемая гипотеза справедлива, событие 
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может произойти лишь с малой вероятностью, которая  приближенно равна 
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практически невозможно. Если оно произошло, то будем считать, что  гипотеза неверна. Если же 
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, то будем говорить, что выборочные данные не противоречат гипотезе 
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Замечание 1 Если функция распределения 
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элементов выборки зависит от неизвестных параметров 
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, то эти параметры следует оценить по выборке с помощью методов минимума 
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 или максимума правдоподобности и в этом случае предельное распределение величины 
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– распределением, но уже с (r–m–1) степенями свободы.

Замечание 2 Если 
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имеет нормальное распределение, то параметры можно оценивать с помощью метода моментов.

Каждый интервал должен содержать не менее 5-6 выборочных значений; малочисленные интервалы следует объединять, суммируя частоты.

Пример 19
Получены следующие данные о размере мужской обуви, проданной магазином в течение дня

	Размер обуви, 
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	Количество 
проданных пар, 
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	37
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Проверить гипотезу о том, что случайная величина 
[image: image676.wmf]c

– размер обуви мужчины, имеет нормальное распределение, предварительно оценив по выборке математическое ожидание и дисперсию.

Решение. Оценим сначала параметры распределения, используя метод моментов. Для этого найдем выборочные среднее и дисперсию.
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Принимаем эти величины соответственно за математическое ожидание и дисперсию случайной величины 
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. Таким образом, нам нужно проверить гипотезу 
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 – функция нормального распределения с параметрами (40,705; 1,749). Для этого вычислим величину 
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. Разобъем множество значений случайной величины Х на 5 интервалов: (–(; 39,5), [ 39,5; 40,5),  [40,5; 41,5), [ 41,5; 42,5), [42,5; +() и подсчитаем число выборочных значений, попадающих в каждый интервал: 
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Далее вычисляем вероятности 
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 – попадания с.в. Х в i-й интервал. Принимая во внимание, что при справедливости гипотезы с.в. Х распределенная нормально с параметрами (40,705; 1,749), для вычисления вероятностей 
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функция Лапласа.

Используя приведенную выше формулу и таблицу значений функции Лапласа, получим:
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По формуле (4.2.1.2) вычисляем величину 
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Зададим уровень значимости 
[image: image695.wmf]a

=0,01. Принимая во внимание замечание 1, найдем критическую точку 
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 распределения, отвечающую уровню значимости 
[image: image697.wmf]a

=0,01 и числу степеней свободы

k =5 –1–2 =2, то есть 
[image: image698.wmf].
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Поскольку 
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, то можно считать, что выборочные данные не противоречат нашей гипотезе о нормальности распределения размера обуви мужчин.

4.3 Элементы теории корреляции. Линейная корреляция
При изучении влияния одних признаков явлений на другие из ряда  признаков, характеризующих данное явление, выделяют два признака – факториальный и результативный. Необходимо установить, какой из признаков является факториальным и какой результативным. 

Пример. Себестоимость промышленной продукции отдельного предприятия зависит от многих факторов, в том числе от объема продукции на данном предприятии. Себестоимость продукции в этом случае выступает как результативный признак, а объем продукции как факториальный.

Одной из основных задач теории корреляции является выявление на основе экспериментальных данных того, как изменяется результативный признак в связи с изменением данного фактора. Эта задача решается нахождением уравнения связи. Под уравнением связи будем понимать функциональную зависимость между результативным и факториальным признаками. Применение той или иной функции в качестве уравнения связи разграничивает корреляцию на линейную, параболическую и др.

Рассмотрим уравнение связи для линейной зависимости от одного признака. Такое уравнение называют уравнением линейной регрессии. Выборочное уравнение линейной регрессии Y на ( имеет вид:
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есть выборочный коэффициент корреляции.

При проведении корреляционного анализа прежде всего возникает вопрос о реальности связи, т.е. о том, является ли полученный из наблюдений коэффициент корреляции значимым и не объясняется ли получение его случайностями выборки. Таким образом, требуется проверить гипотезу 
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, где g – коэффициент корреляции признаков ( и Y. В качестве критерия служит следующая случайная величина 
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Если гипотеза 
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верна, то случайная величина D распределена нормально с параметрами (0,1). Следовательно, критическую область выбирают так, чтобы 
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 - уровень значимости, а 
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 по таблицам функции Лапласа.

Если вычисленная по данным выборки величина 
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 отвергают. В противном случае гипотезу принимают.

Пример 20
Рассмотрим зависимость между размером предприятия по стоимости основных средств и себестоимостью единицы продукции. Факториальным признаком у нас является стоимость основных средств, а результативным себестоимость единицы продукции.

	Х (млн. руб.)
	0,5
	1,5
	2,5
	3,5
	4,5
	5,5

	Y
	15
	11
	12
	12
	9
	10


Решение. Найдем числовые характеристики случайных величин X, Y, найденные по выборке:
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Для вычисления выборочного коэффициента корреляции вычислим 
[image: image716.wmf])
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, предварительно преобразовав ее:
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Таким образом,
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Таким образом, выборочный коэффициент корреляции равен:

[image: image720.wmf].

79

,

0

892

,

1

707

,

1

583

,

2

-

»

×

-

=

B

r


Следовательно, выборочное уравнение линейной регрессии Y на X ,будет иметь вид:
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Т.е. прогнозируемая стоимость будет равна 5,417.

Мы нашли выборочный коэффициент корреляции и на основании его строили уравнение линейной регрессии, т.е. уравнение связи.

Или окончательно 
у = – 0,869х + 14,107
Полученной зависимостью  можно воспользоваться для определения ожидаемой себестоимости единицы изделия на предприятии со стоимостью основных фондов  в 10 млн.руб.

Выясним вопрос о реальности связи, т.е. является ли полученный по наблюдениям коэффициент корреляции значимым? Следовательно, нам предстоит проверить гипотезу 
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Вычислим величину 
[image: image724.wmf].

1

,

5

79

,

0

1

6

79

,

0

2

-

»

-

-

=

D


Для уровня значимости 
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 по таблице функции Лапласа находим 
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 следует отвергнуть. Таким образом, на основании экспериментальных данных коэффициент корреляции X и Y следует признать значимым.
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